0. Vorbemerkungen

0.1 Zahlen
Naturliche Zahlen N=+1,23,..}
Ganze Zahlen Z=40,1-1,2-2,...}

Rationale Zahlen (Briiche)
Q = {% : p,qu,qth}
Reelle Zahlen R:

Die Gesamtheit aller endlichen oder unendlichen Dezimalbriiche (Veranschaulichung
durch Zahlengerade).

0.2 Betrag einer reellen Zahl a

ol a soferna=>0
—-asoferna<0

Bsp.:i) 3 i) |3 i) [3-7F  iv) 3|14k

Rechenregeln: Fir reelle Zahlen a, b gilt
i) |a+ bl< |ak|b|  (Dreiecksungleichung)
ii) [a - b= [al[o]

0.3 Intervalle reeller Zahlen

abeRmita<b
(ab)={xeR:a<x<b}
(ab]=4{xeR:a<x<b}
[a,b) ={xeR:a<x<b;
[a,b]={xeR:a<x<b}
(a,0) =4{xeR:a<Xx}
[a,0) ={xeR:a<x}

(—wo,@ ={XeR:x<a}
(—o,a]l ={xeR:x<a

(—0,0) =R

1. Grundrechenoperationen

Addition, Subtraktion, Multiplikation, Division

Division durch 0 ist nicht erlaubt
"Punkt vor Strich"




Bsp.:i)6-3+2 = ii)6+3:2=

1.1 Rechnen mit Klammern

1.1.1 Rechen"gesetze" fur reelle Zahlen

(a+b)+c=a+(b+c); (a-b)y-c=a-(b-c)
a+b=>b+a; a-b=Db-a
a-(b+c)=a-b+a-c

Bsp.:. —(a-b) =b-a

Bezeichnung: Statt a - b schreibt man auch kurz ab.

"Erst Operationen in Klammern ausfuhren”

"Bei geschachtelten Klammern innen beginnen”

Bsp.. —(8-(2+4)) =

Klammern "gliedweise ausmultiplizieren"
Bsp.: (2a—-b)(9a + 4b) =

Ausklammern (- Kirzen von Briichen)
Bsp.: 8ab + 20b? =

wiederholtes Ausklammern

Bsp.:4au + 8av — 2bu — 4aw — 4bv + 2bw =

1.2 Binomische Formeln

Binom: "Zweigliedriger" Ausdruck

(a+b)? = a2 + 2ab + b?
(a—b)2 = a? — 2ab + b?
(a-b)(a+b) =a?-b?

(Assoziativgesetz)
(Kommutativgesetz)

(Distributivgesetz)



Bsp.:i) (a+b)®=

i) (2a+6v)(2a—-6v) =

i) 4a? + 28ab + 4%2? = (O + V)?, =?,v="7
iv)  (10n+5)2 = 10(n+ 1) + 25

1.3 Quadratische Erganzung

Forme um: ax? + bx+ ¢ = a(x+ b")? + ¢
b'=2,c =7

- Anwendung: Scheitelpunktform eines quadratischen Polynoms

2 2
Bsp.ii) x> +X+3=-(X-x-3) = —-(X* - X+ (%) —(%) -3) =—(x-2)2+L

142 13
xX=3) -

ii) Scheitelpunktform von x2 + 4x + 3

1.4 Bruchrechnen

% (Zahler a, Nenner b)
Erweitern mit einer Zahlc = 0 - % _a-c

1.4.1 Addition/Subtraktion

a) Gleichnamige Bruche (d.h. gleicher Nenner)

a,c_a+c. a_=c_a-c
b b b ’ b b b
. 2a _ 17a _

BSP: 75, ~ 150

b) Ungleichnamige Briiche

Bildung eines gemeinsamen Hauptnenners

. 3.1 3 (-1)-4 3-(4a-1) 1
BSP:) 4a=T 4~ @a—1)-4 d-(da-D) @+




i) b+5c—a _3a+6c—7b , 4a+7c—5b _
3

6 4
Anmerkung: Hauptnenner 6 - 4 - 3 mdglich, aber umstandlich.
Besser: Verwende als Hauptnenner das kleinste gemeinsame Vielfache (kgV) der

Nenner.
Das kgV von gegebenen Zahlen ist die kleinste Zahl, die durch alle gegebenen

Zahlen teilbar ist
Berechnung kgV : "Produkt aller auftretenden Primfaktoren mit der hochsten

vorkommenden Potenz"

6=21.31
Bsp. 4 =22 kgV(6;4;3) = 22.3! =12
3=3t

Anmerkung: Begriff und Berechnung des kgV lassen sich analog auch auf algebraische

Ausdriicke anwenden.

a+2b 1 3b-a _

BSp-+ i) 20 "3ab ~ b~ 2ab_ 207

3a? -3ab = 3a(a-b)
2b
2ab - 2b? =

"kgV" (3a2 — 3ab; 2b; 2ab — 2b?) =...

1.4.2 Multiplikation/Division

a.c _ ac ( "Zahler-Zahler" )
b d bd "Nenner-Nenner"

Doppelbruch: "Zahler mit dem Kehrwert des Nenners multiplizieren

a
b _a.c_a,d_ad
% b d b C bc

Bsp.: i)
i) £ -
2
i) 2 =
FuUr a + 0 heil3t 1 Kehrwert von a

Bsp.: Kehrwert von _% _



Kirzen (Ausklammern von gemeinsamen Faktoren aus Zahler und Nenner)

Anmerkung: Ein Bruch lasst sich immer durch den gréf3ten gemeinsamen Teiler (ggT)
von Nenner und Zahler kurzen.

Der ggT von gegebenen Zahlen ist die gré3te Zahl, durch die alle gegebenen
Zabhlen teilbar sind.

Berechnung ggT : "Kirze sukzessive Primfaktoren, die in allen gegebenen Zahlen
vorkommen, bis es keine gemeinsamen Primfaktoren mehr gibt"

6=2!.3
Bsp.:i) 9 = 32 ggT(6;9;21) = 3
21=31.71

Anmerkung: Begriff und Berechnung des ggT lassen sich analog auch auf algebraische
Ausdriucke anwenden.

i) 48> -9b?>  7a+5ab _
21a’b+14a® 6b-4a
(4a% — 9b?)(7a + 5ab) = (2a—3b)(2a+ 3b) -a- (7 + 5b)
Nebenrechnung:
(21a%b + 14a3)(6b — 4a) = 7a%(3b+2a) - 2 - (3b - 2a)

o(1-4-4): (58)-

1.4.3 Partialdivision, speziell Polynomdivision

Gegeben: ap,ay,...,an € R;a, # 0

Die Funktion p(x) = ap + aiX + axx? +...+anx" heilt Polynom vom Grad n.

Bsp.:i)4x3-3x-1  Polynom vom Grad 3

ix—-1 Polynom vom Grad 1
i) 4 Polynom vom Grad O
Gegeben: Eine rationale Funktion r(x) = gg—g

wobei p(x) ein Polynom vom Grad n und q(x) ein Polynom vom Grad m mit m < nist.

Ziel: "Vereinfache" r(x)

Durch Polynomdivision erreicht man die Darstellung:

R(X)

q(x) ’

wobei s(x) ein Polynom vom Grad n— mund R(x) ein Polynom mit einem Grad < mist.

r(x) = s(x) +



Die Polynomdivision erfolgt in 3 Schritten:

1. Teile den Summanden hochsten Grades des Zahlers durch den Summanden
hoéchsten Grades des Nenners

2. Multipliziere das Ergebnis aus 1. mit dem Nenner g(x) und
3. Subtrahiere das Ergebnis aus 2. vom Zahler und
- 4. erhalte damit den neuen Zahler

Dieses Vorgehen wird solange wiederholt, bis der Grad des neuen Zahlers kleiner als
der Grad des Nenners mist.

Bsp.: (4x3—2x2—1): (x2—1) = 2x -1 +-X=2
p.: (4x ) 1 (2x°-1) X v

2.13.5 —(4x3 — 2X) 1. 1.
45 -2X2+2x-1

2135 —(-2x2+ 1)

4 2X-2

: DA —2x2 -1 2X—2
Wir erhalten: 1 2X—1+ 1 bzw.

43 —2x2 -1 = (2X-1)(2x2 - 1) + 2x - 2
Anwendung: "Abspalten von Nullstellen”
Aufgabe: Bestimme alle Nullstellen von 4x3 — 3x - 1

Durch Raten sieht man, dass 1 eine Nullstelle dieses Polynoms ist, da
4.13-3.1-1=0

Dividiere nun 4x3 — 3x — 1 durch den Linearfaktor "x —Nullstelle" (hier x — 1)
(4x®-3x-1) : (x—1) =4x*> +4x+1

und erhalte damit: 4x® — 3x— 1 = (X — 1)(4x? + 4x + 1)

Die Nullstellen von 4x? + 4x + 1 sind dann ebenfalls Nullstellen von 4x3 - 3x — 1
Im Bsp.: 4x% + 4x+ 1 = (2x+ 1)? und damit ist ~1 eine weitere Nullstelle (mit Vielfachheit

2
2).

Bsp.: Bestimme alle (reellen) Nullstellen von x3 — 2x? + x — 2



2. Potenzen (Wurzeln)

a" (Basis a, Exponent n)

21Def:i) a’°=1
ijaeR,neN
a"=ga-a-..-a
%—I

n-mal

Bsp.: 3% = ;=32 =

2.2 Die Potenzfunktionen x"

(aeR,a+0)

JC LGOS

(n e N)

a) X", nungerade

Eigenschaften:

Definitionsbereich:

Wertebereich:
Monotonie:
Symmetrie:
Krimmung:

Wendepunkt:

b) x", n gerade

v
7 x

/

i

x, X3 (gestrichelt)

(~00; 00)
(—o0; 0)
streng monoton wachsend
ungerade (punktsymmetrisch zum Ursprung)
konkav (rechtsgekrimmt) auf (—oo; 0],
konvex (linksgekrimmt) auf [0;o0)
x=0

x2 ; x* (gestrichelt)



Eigenschaften:

Definitionsbereich: (—o00; 0)

Wertebereich: [0;0)

Monotonie: streng monoton wachsend auf [0;x),
streng monoton fallend auf (—«; 0]

Symmetrie: gerade (achsensymmetrisch zur y-Achse)

Krimmung: konvex

2.3 Def.: a" = % (ae R;a+0;neN)

Bsp.: 372 = 372 = ((-3)7? = :0.52 =

2.4 Die Funktionen x™  (n e N)

a) X", nungerade

/
X‘,

)

x~1; x=3 (gestrichelt)

Eigenschaften:

Definitionsbereich: R\A{0} =<{xeR:x=+0}

Wertebereich: {XxeR:x=+0}
Monotonie: streng monoton fallend auf (0;c) und auf (—oo; 0)
Symmetrie: ungerade
Krimmung: konvex auf (0;0), konkav auf (—oo; 0)
Grenzwerte: lim x™ = 0; lim x™" = oo; lim x" = -

Xko0 x-0+0 x-0-0

b) x™, n gerade

X2 ; x™* (gestrichelt)



Eigenschaften:

Definitionsbereich: RN{0} =<{xeR:x=+0}

Wertebereich: (0;0)
Monotonie: streng monoton fallend auf (0;«),
streng monoton wachsend auf (—o; 0)
Symmetrie: gerade
Krimmung: konvex auf (0;0) und auf (—o0; 0)
Grenzwerte: lim x™" = 0; lim x"=Ilim x" =
X—to0 x-0+0 x-0-0
2.5 Wurzeln

Die Gleichung x" = a (a > 0;n € N) lasst sich eindeutig nach x auflésen.
Diese Losung bezeichnet man mit a® bzw. ya

Esgitalso: (a#)" = (ya)" = a

Speziell: Ja = at = Ja(Quadratwurzel)

Bsp.:i) 416 = i) ﬁ =
Achtung: i) Ist n gerade, dann ist ya fur a < 0 (als reelle Zahl) nicht erklart!

i) Ist n ungerade, dann ist ya fur a < 0 durch die eindeutige Losung der Gleichung
X" = a erklart!

Bsp.: -8 =

2.6 Die Wurzelfunktionen yx (neN)
a) yX, ngerade

JX ; X (gestrichelt)
Eigenschaften:

Definitionsbereich: [0;0)

Wertebereich: [0;0)

Monotonie: streng monoton wachsend
Krimmung: konkav

Grenzwerte: lim X = o

X—00



b) yX, nungerade

/ X

IX ; ¥X (gestrichelt)

Eigenschaften:

Definitionsbereich: (—o00; 0)
Wertebereich: (—o00; 00)
Monotonie: streng monoton wachsend
Krimmung: konkav auf [0,), konvex auf (—w; 0]
Grenzwerte: lim yX = o  ;lim yX = —o

X—00 X—>—00

2.7 Def.:a> 0; % cQ
af = (@)™

Bem.: (a")™ = (a®)"

JOE

2.8 Bem: Fur a > 0; b € R lasst sich aP durch einen Grenzwert definieren.

Bsp.: i) (4)2

2.9 Rechenregeln: (a,b > O;n,m € R)

|) a"am = gmm

ii) a"b" = (ab)"

) (@)™ = am

Anmerkung: Verwende beim Rechnen mit Wurzeln die Exponentialschreibweise!

i) faP ya® = ata’ = att
Bsp.: Jjaiya® =

10



i) yagb - atbt = (@b)* - yab
Bsp.: i) Ja® Ja® =

i) V3 /% =

Achtung: a2 = |a|
Bsp.: Ja* =

Achtung: Im Allgemeinen gilt nicht Ja+b = /a + /b
(SetzezB.a=b=2)

Weitere Bsp.:i)ae R,ne N

a" sofern n gerade
(-a)" - { °

—a" sofern n ungerade
iab>0

Vereinfache ,/ Japh® =

i) a,b > 0; x,y,ze R
a5x—2y . a4x+y
p6z1 ° pz2 o

3. Exponentialfunktion, Logarithmus

3.1 Exponentialfunktionen a*,a > 0

Anmerkung: e =lim (1+ %)n =2.718...

N—o0

Falll:a>1

X

eX(dick) ; 1.5 (gestrichelt);4*

11



Fall2:1>a>0

s

X

e* = ($)X(dick) ; 1.5
Eigenschaften: a > 0

Definitionsbereich: (—o00; 0)
Wertebereich: (0;0)
Monotonie: streng monoton wachsend fira > 1
streng monoton fallend fira < 1
Krimmung: konvex;
Grenzwerte: lim a* = 0; ima*=0 fira>1
X—>—00 X—>00
lim a* = oo; ima*=0 fira<1

X—>—00 X—00

Funktionalgleichung. a* - a* = a***

3.2. Logarithmen

Fira,b > 0,a # 1 bezeichnet log,b die eindeutig bestimmte Losung der Gleichung
a*=h.

Bsp.: i) log,16 = i) |ogZ% — i) loggd5 =

Anmerkung:| log,1 = 0; log,a=1

Besondere Logarithmen:
a=e ;logb=Inb (naturlicher Logarithmus)
i)a=10 ;log,b=Igb (dekadischer Logarithmus)

Rechenregeln: (u,v > 0,a+ 1,a> 0)

i) log,uv = log,u + log,v

ii) log,++ = log,u—log,v

ii) log,u’

rlog,u ;reR

Bsp.: i) [g1000= 1g10® =
ii) Ig0.01 =

12



iii) g2+ 195 =
iv)%lnezz

Anmerkung: Keine Regeln fur log,(u + v);log,(u—v) !!

Umrechnen von Logarithmen

log.b
|Ogab = W
log,b = %

3.3 Logarithmusfunktionen

Eigenschaften:

Definitionsbereich:

Wertebereich:
Monotonie:

Krimmung:
Grenzwerte:

, insbesondere

Inx (dick);lgx
1
Y
\
N
NS~ X
log, ,x(gestrichelt);log, X
(0;00)
(—o0; 0)

streng monoton wachsend fur a > 1,
streng monoton fallend fir 1 > a > 0
konkav fur a > 1, konvex fira < 1

lim log,x = —0;  lim log X = o soferna > 1
x-0+0 X0

lim log,x =o; lim log,x = —o sofern1>a> 0
x-0+0 X0

13



Wichtig: log,x und a* sind Umkehrfunktionen, d.h

al°%* = x sowie log,a* = X insbesondere

Ine* = x sowie e"* = x

3.4 Logarithmische Gleichungen, Exponentialgleichungen

a*x=y a,y bekannt, x gesucht

Strategie: Gleichung logarithmieren

- Ina* = Iny

- xlna = Iny
Iny

- Xx=-—==1Io
Ina 9aY

log.x =y a,y bekannt, x gesucht

Strategie: Exponentialfunktion anwenden

- logx =y
N alogax — gy
- X =aYy

log,a =y a,y bekannt, x gesucht

Bsp.: Berechnen Sie x (sofern maglich)

i) 2x =10 - X =

i) 4-3lg(2x) = 10 - X =

iii) IN(3-x2) = In(x-2) - X =

iv) 1g(152+ x3) = 3lg(x + 2) - X =
vier=2 o>  x-=



4. Gleichungen

4.1. Lineare Gleichungen mit einer Unbekannten

(ax+b=0|* az0 - x= D
a

Bsp.:Manchmal ergibt sich die Form (*) erst nach Umformungen.

i) —3x—2(2x+ 1) = 4x— 13 - X =
2 2

i) & X 2 (@a£0x%0 - X=

3

X
s BX+ 7 18 2 N _
|||)92_4— 1510 X+ *%£) X
Probe durchfihren!
4.2 Quadratische Gleichungen

_ b2 —

a2 +bx+c=0] a+0 X1, = bt t2)a dac

bzw.

-pt . /p*-4q p P2
2 _ N _ __P Py
X2+px+q=0 X1.2 5 5>+ ( ) q

Bemerkung: i) Keine (reelle) Losung sofern p? —4q < 0.

i) Eine reelle Losung (Vielfachheit 2) sofern p>—4q =0
iii) Zwei verschiedene reelle Losungen sofern p? — 4q > 0

Satz von Vieta: Fur die Losungen X1, X2 gilt:
)
i

Bsp.:Haufiger Fehler: Losungen werden "wegdividiert".
)x?+ax=0, x=7?

Manchmal ergibt sich erst nach Umformungen eine quadratische Gleichung.

i) 8£X_2§:%1: XEZ (x + 3)

i) et T - et x#ED




iv) x-1)3=x2-1
Probe durchfihren!

Biguadratische Gleichungen

Bsp.: x*-13x?+36=0
Substitution z = x2

4.3 Wurzelgleichungen

Losungsstrategie: Durch Quadrieren Wurzeln "beseitigen”

Achtung: Probe erforderlich, da durch das Quadrieren mdglicherweise die
Losungsmenge verandert wird!

Bsp.ii) yJx —6=2  (x>0)
i) X+6=2 (x>0)

Eventuell mehrfaches Quadrieren erforderlich!
i) y2x+10 - J4x-8 =2 (x> 2)

4.4 Lineare Gleichungssysteme (2 Gleichungen, 2 Unbekannte)

Losungsstrategien: Einsetzmethode, Eliminationsmethode

Bsp.:
. x -y =1
. 4x +2y =0

5. Geometrie

5.1 Strahlensatz

5.2. Dreiecke

Winkelsumme: a + g +y = 180
Dreiecksungleichungen: a < b+cbzw.b<a+cbzw.c<a+b
sowie: b—c| < abzw. b—-a]<cbzw.|c-a| < b

Bsp.: i) Ein Dreieck hat die Seitenlangen a = 2cm und b = 0.1cm. Geben Sie eine
Abschatzung fir die L&nge der dritten Seite c.

16



i) Gibt es ein Dreieck mit folgenden Seitenlangen?
a)a=4.1lcm; b=5.3cm; c¢=9.6cm
b)a=3cm; b=2.5cm; c¢=1.5cm

5.2.1 Spezielle Dreiecke

Gleichschenkliges Dreieck (2 gleiche Seiten bzw. 2 gleiche Winkel)
Gleichseitiges Dreieck (3 gleiche Seiten bzw. a = g = y = 60°)

Rechtwinkliges Dreieck ( Ein Winkel gleich 90°, Hypotenuse liegt gegentber dem
rechten Winkel, die beiden restlichen Seiten hei3en Katheten)

5.2.2 Flache eines Dreiecks

Hohe h¢: Lot vom Eckpunkt C auf die durch A und B bestimmte Gerade.

= - _ Chc _ aha _ bhb
Flache Dreieck = 5 =5 =5

Spezialfall: Flache rechtwinkliges Dreieck = % -Produkt der beiden Katheten

Formel von Heron: Mit s = MTbJ“C ergibt sich die Flache eines allgemeinen Dreiecks
durch ,/s(s—a)(s—b)(s—c¢)

Bsp.: i) Berechnen Sie die Flache aus Bsp. ii)b) oben.
if) Berechnen Sie die Flache eines gleichseitigen Dreiecks mit Seitenléange a.

5.2.3 Satz von Pythagoras

Die Summe der beiden Kathetenquadrate entspricht dem Quadrat der Hypotenuse.
Bsp.:Der Querschnitt eines Tunnels ist ein Halbkreis mit Durchmesser 6 m. Am linken
und am rechten Rand sind Gehsteige der Breite 1 m abgetrennt. Wie hoch darf ein

Fahrzeug hochstens sein, damit es den Tunnel gefahrlos passieren kann?

5.3 Winkelfunktionen

5.3.1 Winkel

mathematisch positiver Sinn: Gegen den Uhrzeigersinn.
Winkelmessung im

Gradmal3 (DEG), Vollwinkel 360° oder
Bogenmald (RAD), Vollwinkel 2z
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Umrechnung:

Gradmaf in BogenmalR: a° entspricht ﬁn

Bogenmal} in Gradmalf3: x entspricht %180’

Bsp.: Rechnen Sie um

)oo i)-45 )10 WL v E

5.3.2 Definition von sina, cose am Einheitskreis

Es lassen sich zahlreiche Werte der Winkelfunktionen sowie Formeln ableiten.

Fir jeden Winkel « gilt:

. sin(e + 2) = sinag und coga + 2r) = cosu
sin’a + coga = 1
sin(—a) = —sina und cog—a) = cosa
sin(r + o) = —sina und coqr7 + a) = —Ccosu

5.3.3 sina, cose am rechtwinkligen Dreieck

o= Gegenkathete

Hypotenuse

Ccosa = _Ankathete N Ankathete=cosa -Hypotenuse

Hypotenuse

Gegenkathete=sina -Hypotenuse

sin(% - a) = coso und cos(% - a) = sina

5.3.4 Sinus- und Cosinussatz im allgemeinen Dreieck

Sinussatz: —&— — —DB C

sing  sinf _ siny

Bem.: Sollen mit Hilfe des Sinussatzes Winkel im Dreieck berechnet werden, muss

darauf geachtet werden, dass es im Intervall [0°; 1809 im Allgemeinen zwei
verschiedene Winkel mit demselben Sinuswert gibt.

Cosinussatz: a? = b? + ¢ — 2bccosa bzw. b? = a? + ¢ — 2accosp bzw.
c? = a? + b? - 2abcosy

Bsp.: Gegeben ist ein Dreieck mit ¢ = 30°, 4 = 200 und c = 2
y=2a=?%="?



5.3.5 Die Funktionen sinx, cosx

Eigenschaften:

Definitionsbereich:
Wertebereich:
Periode:
Symmetrie:
Nullstellen:

sinx, cosx (gestrichelt)

(—o0;0)

[_1! 1]

2n

sinx ungerade, cosx gerade

{0,7,—m,2r,-2x,...} (sinx)
T _nm 3r _3r (cosx)

22,323, .,

2' 22 27

5.3.6 Die Funktionen tanx, cotx

_ sinx .
tanx = g5

n

Eigenschaften:

Definitionsbereich:

Wertebereich:
Periode:
Symmetrie:
Nullstellen:

cotx =

cosx _ _1
SINX tanx
| .
VA
|
\ \
\
L N

tanx, cotx (gestrichelt)

R\{%,—%,%ﬂ,—%ﬂ,...} (tanx)
R\ {0,n,-m,27,-2nm,...} (cotx)
(—o0; 0)

T

ungerade

{0,7,—m,2r,-2m,...} (tanx)

Z & 3r 3t v (cotx)

2' 22 27
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5.3.7 tana, cota am rechtwinkligen Dreieck

Gegenkathete
tana =
Ankathete
Ankathete
cota =
Gegenkathete

5.3.8 Weitere Gleichungen

aus der Formelsammlung

sin(X+y) = sinxcosy +

sinycosx

cogX +Y) = COSXCOSy — sinxsiny

5.3.9 Die Umkehrfunktionen der Winkelfunktionen

sinx auf [-Z; %

Die Gleichung sinx = b (-1 < b < 1) hat auf dem Intervall [—%; %] eine eindeutig
bestimmte Losung die wir mit arcsinb (TR sin~tb) bezeichnen.

Die Funktion Arkussinus (arcsirn)

Eigenschaften:

Definitionsbereich:
Wertebereich:

Monotonie:
Symmetrie:
Krimmung:
Wendepunkt:
Nullstelle:

y L8
1.0
0.5
1 1
5 X
1.0
15
arcsinx
[-1;1]
[_ﬂ- T
2’2
streng monoton wachsend
ungerade
konkav auf [-1; 0], konvex auf [0; 1]
x=0
x=0
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Die Funktion Arkuscosinus (arcco)

Die Gleichung cosx = b (-1 < b < 1) hat auf dem Intervall [O; 7] eine eindeutig bestimmte
Losung die wir mit arccod (TR cosb) bezeichnen.

arccox
Eigenschaften:

Definitionsbereich: [-1;1]

Wertebereich: [0;7]

Monotonie: streng monoton fallend

Krimmung: konvex auf [-1; 0], konkav auf [0; 1]
Wendepunkt: x=0

Nullstelle: x=1

Die Funktion Arkustangens (arctarx)

Die Gleichung tanx = b (b € R) hat auf dem Intervall (—%; %) eine eindeutig bestimmte
Losung die wir mit arctarb (TR tanb) bezeichnen.

arctarx
Eigenschaften:
Definitionsbereich: (—o00; 00)
Wertebereich: (—%; %
Monotonie: streng monoton wachsend
Symmetrie: ungerade
Krimmung: konvex auf (—o0; 0], konkav auf [0; o)
Wendepunkt: x=0
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Nullstelle: Xx=0

Grenzwerte: lim arctarx = Z-: lim arctarnx = —&
X—>+00 2 X—>—00 2

Bemerkung: Es gilt ("Funktion und Umkehrfunktion heben sich in ihrer Wirkung auf")
sin(arcsinx) = x flr x e [-1; 1] sowie arcsir(sinx) = x fur x € [—%; %]

coqarccox) = x fur x € [-1; 1] sowie arccogcosx) = x fur x € [0;7]

tan(arctarx) = x fur x € R sowie arctar{tanx) = x fur x (—%; %)

5.3.10 Gleichungen mit Winkelfunktionen

a) Bestimme alle Losungen der Gleichung sinx=b (-1 <b < 1)

Losung: x1 = arcsin(b); Xo =7 —X1
Gesamte Losungsmenge: {X1,X1 £ 27;X1 £ 47, ...} U {X2,X2 + 27m; X2 £ 4r1,...}

b) Bestimme alle Losungen der Gleichung cosx = b (-1 < b < 1)

LOsung: x; = arccogb); X2 = —X1
Gesamte Losungsmenge: {X1,X1 £ 27;X1 £ 4r, ...} U {X2,X2 £ 27m; X2 £ 4rm,...}

c) Bestimme alle Losungen der Gleichung tanx = b (b € R)

Losung: x; = arctar{b)
Gesamte Losungsmenge: {X1,X1 £ 7; X1 £ 2m, ...}
Bsp.: Bestimmen Sie alle Lésungen von sinx = 5

6. Funktionen

6.1 Grundbegriffe

D bezeichnet eine Teilmenge der reellen Zahlen

Eine Funktion f auf D ist eine Vorschrift, die jedem x € D genau eine reelle Zahl y
zuordnet.

Schreibweise: y = f(x) (x heil3t unabhangige, y heildt abhangige Variable)
D heil3t Definitionsbereich, W = {f(x) : x € D} Wertemenge von f.

Bem.: Auch y = f(t) oder x = f(t) usw. moglich.
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6.2. Graph einer Funktion

Veranschaulichung einer Funktion erfolgt durch den Graphen {(x,f(x)) : x € D} in der

Zahlenebene.

7

N

f(x) (dick),f(x) +a(a > 0)

y

a

f(x) (dick),af(x) (a > 1)

y

~

/

f(x) (dick),f(x+a) (a > 0)

<

\

f(x) (dick),f(x—a) (a > 0)
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y
/ﬂ\

f(x) (dick),f(ax) (a > 1)

y
AN

X

f(x) (dick),f(ax) (1 > a > Q)
Bsp.:Skizzieren Sie die Funktion y = —In(x — 1) ausgehend von y = Inx mit dem
Zwischenschritty = In(x— 1)

6.1.2 Abschnittsweise definierte Funktionen

sinx fir x < 0,—xfurx >0

6.1.3 Verkettung (Hintereinanderausfiihrung) von Funktionen

f(x) hat Definitionsbereich Ds und Wertebereich W
g(x) hat Definitionsbereich Dg und Wertebereich Wg

Falls Wy < Dy, so heil3t die Funktion y = f(g(x)) Verkettung von f und g.
f(x) heil3t auch &uRere und g(x) innere Funktion.
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Bsp.: i) Bestimmen Sie den maximalen Definitions- und Wertebereich von sin(Inx).

i) Bestimmen Sie einen sinnvollen Definitionsbereich von In(sinx) sowie den
zugehorigen Wertebereich.

6.2 Eigenschaften von Funktionen

Monotonie

Folgt aus x2 > x; stets f(x2) > f(x1) (bzw. f(x2) < f(X1)) so heil3t f(x) streng monoton
wachsend (bzw. fallend).

I

2
X

streng monoton wachsend

10T
y
54
f . } . ~\‘—~—T-__‘_T
-2 -1 0 1
X

streng monoton fallend
Symmetrie

Gilt fur alle x stets f(—x) = f(x) (bzw. f(—x) = —f(x)) so heil3t f(x) gerade (bzw. ungerade).

y

20T

10T
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Y 100+

50T

50 X

-100T

ungerade
Krimmung

Liegt die Verbindungsstrecke zwischen zwei beliebigen Punkten auf dem Graphen von
f(x) immer oberhalb (bzw. unterhalb) des Graphen, so heil3t f(x) konvex (bzw. konkav).

Wendepunkt

Wechsel des Krimmungsverhaltens

6.3 Umkehrfunktion

Lasst sich die Gleichung y = f(x) fur jedes y € W; eindeutig nach x auflésen, so

bezeichnet man die Lésung mit x = f-1(y). Indem man jedem y € W; den Wert f-1(y)
zuordnet erhalt man die Umkehrfunktion -1 mit Definitionsbereich W; und Wertebereich
Ds.

Bem.: Man schreibt wieder f-1(x) statt f-X(y).

Wertebereich von f(x) = Definitionsbereich von f-1(x)
Wertebereich von f~1(x) = Definitionsbereich von f(x)

Man erhalt den Graphen von f71(x) indem man den Graphen von f(x) an der
Winkelhalbierenden des 1./3. Quadranten spiegelt.

Es gilt: f1(f(x)) = xund f(f1(x)) = x
Jede streng monoton wachsende (bzw. fallende) Funktion besitzt eine
Umkehrfunktion.

Bsp.: Bestimmen Sie die Umkehrfunktion von f(x) = e+ 1
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6.4. Weitere Beispiele von Funktionen

6.4.1 Lineare Funktionen

Allgemeine Form: ax+dy+c=0

bzw.y = -8x- & (sofernd « 0)

d d
- Normalform:y = f(x) = mx+ b
m Anstieg, b Achsenabschnitt

Graph: Gerade

a) Punktrichtungsgleichung

Gegeben: Anstieg mund Punkt P = (x1;y1) auf der Gerade
- Y =MX+Yy1—MXy

b) Zweipunktgleichung

Gegeben: Zwei verschiedene Punkte P1 = (x1;y1) und P2 = (X2;y2) auf der Gerade.

>  m= ¥§ — %i (Rest wie in a))

c) Achsenabschnittsform

$+L-1 (@bz0) - y--Bxsp

Bsp.: Bestimmen Sie die Gleichung der Geraden die die Punkte (1;3) und (2;0) enthalt.

6.4.2 Parabeln

y=ax’+bx+c (a=0)

Bem.: Parabel ist nach oben (bzw. unten) geotffnet sofern a > 0 (bzw. a < 0)

Bem.: Durch quadratische Ergadnzung lasst sich jede Parabel auf die Scheitelpunktform
y = a(X— Xs)? + Ys bringen. Der Punkt (xs;ys) hei3t Scheitelpunkt. ys ist der groRte (a < 0)
bzw. kleinste (a > 0) Funktionswert.

Bsp.: Bringe y = —%xz + 2x + 3 auf Scheitelpunktform.

6.5 Grenzwerte von Funktionen

Definition: i) g € R heil3t rechtsseitiger (bzw. linksseitiger) Grenzwert von f(x) in X = a,
falls es zu jeder (noch so kleinen) Zahl ¢ > 0 eine Zahl 6(¢) > 0 gibt, so dass gilt:

f(x) € (g—¢,g+¢) fur jedes x € (a;a+6(¢)) (bzw. x € (a—6(¢); a))
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Bezeichnung: lim f(x) = g (rechtsseitiger Grenzwert) bzw. lim f(x) = g (linksseitiger
—a+0 —a-0
Grenzwert) o o

i) g € R heillt Grenzwert von f(x) in x = a, falls lim f(x) =lim f(x) = g
x-a+0 x>a—0
Bezeichnung: lim f(x) = g
X—a

Bem.: Sofern lim f(x) = g (oder lim f(x) = goder lim f(x) = g) existiert, so ist g
x-a x-a+0 x-»a—0

eindeutig bestimmt.

Definition: lim f(x) = oo, falls es zu jeder (noch so grof3en) Zahl K eine Zahl 5(K) > 0
x-a+0

gibt, so dass gilt:
f(x) € (K,) fur jedes x € (a;a+ d(K))

Bsp.: Iim % = o0

x-0+0

Definition: i) lim f(x) = g sofern es zu jeder (noch so kleinen) Zahl ¢ > 0 eine Zahl §(¢)

X—00

gibt, so dass gilt:
f(x) € (g—¢,9+¢) fur jedes x € (6(¢);»)

Bsp.: lim % =0

X—>00

Die Grenzwerte lim f(x) = oo, lim f(X) = —oo, lim f(X) = —oo,lim f(X) = o usw. werden
x-»a—0 x-a+0 x-»a—0 X0

analog definiert.

Bemerkung: Meistens "sieht" man den Grenzwert von Funktionen, aber existiert z.B.
lim cos% ?
x-0+0

6.5.1 Rechenregeln

Gilt lim f(x) = Aund lim g(x) = B, so folgt:

X—a X-a

i) lim f(x) +g(x) = A+B

X-a

i) lim f(x) - g(x) = A+ B

X—-a

i) lim % - A sofern B+ 0

Bemerkung: i) Die gleichen Regeln gelten fir x - a+ 0; X > a—0; X » ©; X > —©
i) Die Regeln gelten auch fur die Symbole « und -, sofern man damit vernunftig

rechnet, z.B. (A € R)
Aiwllzlli—w
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W ] o fallsA>0
Ao(xj:
-0 fallsA <0

9

Keine allgemein gultigen Aussagen sind maglich fur
Bsp.: i) lim x3 - 1000 + 1 =
ii) )!lrrlo x)éqf 1000k + 1 =

. 2 _

WM S=T -

'OO—OO"; IIO -OO"

6.5.2 Stetigkeit

Definition: Eine Funktion f heil3t in einem Punkt a ihres Definitionsbereichs stetig, sofern
lim f(x) = f(a) gilt.

X-a
Eine Funktion f heil3t stetig, falls sie in jedem Punkt des Definitionsbereichs stetig
ist.

Anschaulich: "Eine Funktion f ist stetig, sofern man den Graphen von f zeichnen kann,
ohne dass man den Stift absetzen muss."

Bem.: i) Funktionen "mit einem Namen" (z.B. Exponentialfunktion, Winkelfunktionen,
Logarithmus,...) sind stetig.

i) Bei abschnittsweise definierten Funktionen, mussen insbesondere in den Punkten die
Stetigkeit untersucht werden, in denen sich "die Funktionsvorschrift &ndert".

6.6 Gebrochen rationale Funktionen

PO

q(x)

wobei p(x) Polynom vom Grad n und g(x) Polynom vom Grad m.
Wir nehmen an, dass m > n.

Betrachten r(x) =

Bsp.: - X=1 «
ST =57 ()
Definitionsbereich D von r(x): Alle x mit q(x) + O

Bsp.: D im Bsp. (*)

Haben Zahler und Nenner gemeinsame Nullstellen, so wird der Linearfaktor x — a so
oft wie mdglich gekdrzt.
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Bsp. Gekurzte Form von (*)

Ergebnis (nach vollstandigem Kurzen): Die verbleibenden Nullstellen des Nenners

sind die "echten" Definitionslicken (Pole) von r(x).

Die restlichen "vollstandig weggekurzten Nullstellen” des Nenners heil3en
hebbare Singularitaten von r(x).

Bsp.: Bestimme Pole und hebbare Singularitaten Bsp. (*).

7. Differentialrechnung

Gegeben: Eine Funktion g(x) auf einem Intervall (a;b)und ein Punkt xo € (a;b)
Def.. i) g heilt in xo differenzierbar, sofern der Grenzwert

lim existiert.
h-0

90 +h) — g(x0)
h

Der Grenzwert heil3t erste Ableitung oder Differentialquotient von g in xo und wird mit
g'(Xo) oder %(xo) bezeichnet.

i) g heil3t differenzierbar sofern g in jedem Punkt des Definitionsbereichs (a; b)
differenzierbar ist. In diesem Fall erhalt man die Funktion g' (Erste Ableitung von g).

Bem.: i) Ist auch g’ differenzierbar, so erhalt man g"” = (¢')’, die man als zweite
Ableitung von g bezeichnet usw..
i) Funktionen mit "Knickstellen" oder Sprungstellen sind dort nicht differenzierbar.

iii) Jede differenzierbare Funktion ist stetig, die Umkehrung gilt aber nicht, wie das
nachfolgende Beispiel f(x) = [x| zeigt.

X

Sprungstelle beix = 0
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7.2. Ableitungen von einigen Grundfunktionen

g(x) g(x)
X'(r e R) | rx?t
eX eX
Inx %
sinx COSX
COSX -sinx

7.3 Rechenregeln

Sind die Funktionen h und g differenzierbar auf (a,b), so gilt:

Summenregel: (h(x) + g(x))' = h'(x) + g'(x)
Produktregel: (h(x)g(x))' = h'(x)g(x) + h(x)g'(x)
- Insbesondere: (cg(x))' = cg'(X)
M) _ W99 - h(x)g'(x)
9(x) 9%(x)

Quotientenregel: (

Kettenregel: h(g(x))' = h'(g(x))g'(X)
sofern h und g differenzierbar sind und h(g(x)) gebildet werden kann

Ableitung der Umkehrfunktion: (g71(x))" = (sofern g'(x) keine Nullstelle

1
g' (g (%)
hat)

7.4. Anwendungen der Differentialrechnung

7.4.1. Gleichung der Tangente

Ist g in Xo differenzierbar, so heil3t die Gerade, die durch

y = 9(Xo) + g'(Xo) (X — Xo)

definiert wird, Tangente an den Graphen von g in (Xo; g(Xo)).

Bem.: i) Die Tangente hat also den Anstieg m = g'(Xo) und geht durch den Punkt

(Xo; 9(X0)). "Sie ist die Gerade, die sich in (Xo;g(Xo)) am besten an den Graphen von g
anpasst.”

i) FUr sehr kleine Werte dx unterscheiden sich die Funktionswerte g(xo + dx) und die
Werte auf der Tangente y(xo + dx) kaum. Es gilt also

9(Xo + 0X) — g(Xo) ~ Y(Xo +dX) — Y(Xo) = g'(Xo)dx
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7
7
/
/

Tangente an sinx in (0;0)

7.4.2 Kurvendiskussion (von differenzierbaren Funktionen)

7.4..2.1 Monotonie

Ist g'(x) > 0 (bzw. g'(x) < 0) auf (a,b), so ist g dort streng monoton wachsend (bzw.
fallend).

7.4.2.2 Lokale Extremwerte

Moglichkeit 1

g hat in xo einen lokalen Extremwert, sofern g "dort sein Vorzeichen &ndert"
Genauer: Gibt es ein ¢ > 0, so dass
g'(x) > 0 auf (xo — £;X0) und g'(x) < 0 auf (Xo;Xo + €), SO hat g in X ein lokales Maximum.

Falls g'(x) < 0 auf (Xo — &;X%o0) und g (x) > 0 auf (Xo;Xo + €), S0 hat g in Xo ein lokales
Minimum.

Moglichkeit 2

g hat in xo einen lokalen Extremwert, sofern g'(xo) = 0 und g"(xo) # O.
Genauer: Gilt g'(xo) = 0und g"(xo) > 0, so hat g in xp ein lokales Minimum.
Falls g'(xo) = Ound g"(xo0) < 0, so hat g in Xo ein lokales Maximum.

Bem.: g'(xo) = 0 ist notwendig, aber nicht hinreichend fir einen lokalen Extremwert.

7.4.3.3 Krimmung

Ist g"(x) > 0 (bzw. g"(x) < 0) auf (a,b), so ist g dort streng konvex (bzw. konkav).

7.4.3.4 Wendepunkt

Moglichkeit 1
g hat in xo einen Wendepunkt, sofern g” "dort sein Vorzeichen andert"
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Maoglichkeit 2
g hat in xo einen Wendepunkt, sofern g”(xo) = 0und g" (xo) # 0

Bem.: g"(xo) = 0 ist notwendig, aber nicht hinreichend firr einen Wendepunkt.

8. Integralrechnung

8.1 Unbestimmtes Integral

Def.: Eine differenzierbare Funktion F heil3t Stammfunktion von f:, sofern F' = f gilt.

Bem.: i) Ist F Stammfunktion von f = F + const. ist ebenfalls Stammfunktion von f

i) Sind F, G zwei Stammfunktionen von f = F und G unterscheiden sich nur durch eine
Konstante.

Bsp.: sinx+c,c € R sind alle Stammfunktionen von cosx

8.1.1 Def.: Das unbestimmte Integral jf(x)dx bezeichnet die Menge aller
Stammfunktionen von f(x).

Bsp.: [ cosxdx = sinx+c,c € R

8.1.2 Einige Grundintegrale

[ f(x)dx Voraussetzung

Xn+l
n+1

[xndx = +Cc |neR,n=#-1
[ Ldx = Injxc
[exdx = e*+c

[ cosxdx = sinx+c

jsinxdx = —COSX+C

Bsp.: [ 1dx = ;[ xdx = ;[ x2dx =
- 1 _ A —
[ yxdx = ,jfdx— ,jﬁdx—

Bem.: Jede stetig (und damit insbesondere jede differenzierbare) Funktion besitzt eine
Stammfunktion!
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8.1.3 Rechenregeln:

i) [af(x)dx = a[f(x)dx
i) [ () + g09dx = [fO)dx + [ g(x)dx

Bsp.: [3x%+e* - %dx

Substitutionsregel:
ff(x)dx = F(x) + c sei bekannt, g(x) sei differenzierbar und die Verkettung f(g(x)) sei
maoglich.

- [fe(0)g (dx = F(g(x) +g

Merkregel dazu:
Fuhre die neue Variable z = g(x) ein
Lz _ g . 1
ax ~ 9 x) dx 7 dz

- [0 (0 = [(2) ggg dz = [f(2)dz = F(2) + ¢ = F(g()) +c

Spezialfall: (Lineare Substitution): g(x) = ax+Db

In diesem Fall ergibt sich: ff(ax+ b)dx = %F(ax+ b)+c
Bsp.: i) [sin(2x + 3)dx =
ii) [(4x — 9)%dx =

iii) [ x2e°dx (Merkregel fiir z = x* anwenden.)

8.2 Bestimmtes Integral

Motivation: Gegeben sei eine (positive, stetige) Funktion f(x) auf dem Intervall [a, b].
Gesucht ist die Flache die durch den Graphen, die Abszissen x = a,x = b und der
b

x-Achse begrenzt wird. Diese wird als das bestimmete Integral I f(x)dx bezeichnet.

a
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X L

f(x) = x> +x+1

Losung (Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung)

Bestimme eine (beliebige) Stammfunktion F(x) von f(x). (Diese gibt es, da f(x) als
stetig vorausgesetzt wurde).

b
Dann gilt: j f(x)dx = F(b) — F(a)

a

Bem.: i) FUr eine "saubere" Definition des bestimmten Integrals, sowie eine Begrindung
des Hauptsatzes der Differential- und Integralrechnung sei auf die Anfangervorlesung
verwiesen!

i) Prinzipiell bedeutet "Integrieren”, dass der Grenzwert einer Summe gebildet wird. Bei
weitem nicht jedes bestimmte Integral dient zur Flachenberechnung!

2
Bsp.:i) Ixz +X+1dx = ?
1

. 2 X3 X2 5
NR:  [x +3x+1dzx— S+ S txtc
z.B: F(x) = X? + X7 + X ist eine Stammfunktion von x2 + x + 1.
2
S 2 _ _ _ (22, 2% (43, 12 _ 29
{x T+ x+ 1dx = F(2) F(1)_(3 +2 +2) (3 +d +1) :
1
i) [ exax =
0
il [ sinxdx =
0

Bem.: Ist f(x) nicht nur positiv auf dem Intervall [a,b], so gilt:
b

If(x)dx ="Flacheninhalt oberhalb der x-Achse - Flacheninhalt unterhalb der x-Achse"

a
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2
Bsp.: I sinxdx =
0

Rechenregeln
a

ﬁmmzo

a
b

c b
ﬁumx=ﬁummjﬂmm (a<c<b)

a

a b
_[ f(x)dx = — _[ f(x)dx
b a
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